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geniligt, und zwar wenn das eine Element von dem anderen voll-
standig abhingig ist. Worin diese Abhingigkeit besteht, soll im
Kapitel 5 auseinandergesetzt werden; hier mag die Bemerkung ge-
niigen, dalB derartige Falle wohl nur ganz selten vorkommen, weil an
die Ketten gewdhnlich nur die Anforderung gestellt wird, daf sie bei
beliebig wihlbaren Abmessungen und willkiirlicher Formengebung
zwangliaufig sind. Dieser Forderung entsprechen die iibergeschlos-
senen Ketten nicht.

Finftes Kapitel.

Die komplane Bewegung einer starren Ebene.

27. Die Elementarhewegung.

Die Bewegung einer starren Ebene heift komplan, wenn alle
ihre Lagen sich in einer anderen Ebene befinden. Es ist leicht
ersichtlich, daf die Lage einer starren Ebene E gegen eine andere
Ebene E,, die der Anschaulichkeit wegen als ruhend vorausgesetzt
werden mag, vollstindig und eindeutig bestimmt ist durch die Lagen
irgend zweier ihrer Punkte 4 und B (Fig. 686).
Denn jeder beliebige weitere Punkt C wird
dann in seiner Lage vollstindig und ein-
deutig bestimmt durch das Dreieck 4ABC,
dessen drei Seiten unverdnderlich sind. Falls
A" und B’ die neuen Lagen von 4 und B
bezeichnen, so erhilt man die neue Lage ('
des Punktes C, indem man A 4'B'C'>~ A ABC Fig. 66.
konstruiert. Da das fiir alle Punkte von E gilt,
so bestimmt folglich die Lage von 4 und B die Lage aller Punkte
der Ebene E vollstindig und eindeutig.

Als wichtige Folgerung ergibt sich, da
die Bahnen aller Punkte der Ebene E voll-
stindig und eindeutig bestimmt sind durch
die Bahnen irgend zweier ihrer Punkte. In
Fig. 66 seien a und b die (ganz willkiirlich
wihlbaren) Bahnen der Punkte 4 und B.

Satz: Eine Ebenelifitsichin jede beliebige
komplane Lage bringen durch Drehung um Fig. 67.
einen eindeutig bestimmten Punkt derselben.

Beweis: Es seien E und E’ zwei beliebige Lagen der Ebene
(s. Fig. 67), bestimmt durch die Lagen 4 und B, bzw. 4" und B
zweier ihrer Punkte. Verbindet man A mit 4’, halbiert diese Strecke




40 Fiinftes Kapitel.

und errichtet im Halbierungspunkte H eine Senkrechte n, zu 44’
so bewirkt die Drehung der K um jeden Punkt auf n,, daf 4 einen
Kreisbogen beschreibt, der durch 4’ geht. Das gleiche gilt von B.
Wihlt man daher als Drehpunkt der Ebene den Schnittpunkt D der
beiden Mittelsenkrechten =, und n,, so filhrt die Drehung der Ebene
um ihn sowohl 4 nach 4’ als auch B nach B. Nach dem Vorher-
gehenden wird sonach die ganze Ebene E durch Drehung um D in
die neue Lage E’ iibergefiihrt.

Als Folgerung hieraus ergibt sich, daf bei dieser Drehung jeder

beliebige Punkt C einen Kreisbogen cc beschreibt, dessen Zentri-
winkel CDC’ derselbe ist, wie der der Punkte 4 und B. Dieser
Winkel

/CDC' = /ADA'=— /BDB =vy

heiBt der Drehwinkel. Bezeichnet CD = r den Abstand des Punktes
C vom Drehpunkt D, so ist die Lange des Kreisbogens

éa’=s=r-w.

Sind die Strecken 44’ und BB unendlich klein, so ist auch die
Lageninderung der Ebene eine unendlich kleine, eine sogenannte
Elementarbewegung. Aus dem Vorhergehenden folgt ohne wei-
teres, daB jede beliebige FElementarbewegung einer Ebene eine
Drehung um einen eindeutig bestimmten Punkt ist; letzterer wird
augenblicklicher Drehpunkt, Drehpol oder Momentan-
zentrum genannt. Beachtet man, dal bei einer Elementar-

hewegung der Ebene die Strecken AA’ und BB mit den Elementen
der Bahnen a bzw. b der Punkte 4
und B zusammenfallen, so gehen die
Mittelsenkrechten n, und =, hier iiber
in Bahnnormalen der Kurven a
und b in den Punkten 4 und B. In
dem Schnittpunkt M der letzteren (s.
Fig. 68) liegt sonach der augenblick-
liche Drehpol und ist als solcher
eindeutig bestimmt. Das Bahnele-

ment CC' eincs beliebigen Punktes
C ist offenbar das Element der Bahn
¢, die C beschreibt, und da die Mittelsenkrechte auch hier in die Bahn-
normale n, iibergeht, so finden wir als wichtige Folgerung: Die Ver-
bindungsstrahlen der Punkte der Ebene mit dem Drehpol sind die
augenblicklichen Normalen der Bahnen der Punkte. Die Bahn-
tangenten stehen senkrecht zu ihnen und enthalten die einzelnen
Bahnelemente. Der Drehwinkel y geht bei einer Elementarbewegung
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iiber in den co kleinen Winkel dy und das Bahnelement des Punktes

ird
G WIr Ccf:ds:r‘dw,
falls, wie vorher, MC=1r gesetzt wird.

28. Die Rollkurven,

Wird die Bewegung der Ebene & gegen die ruhende Ebene E,
bestimmt durch die Bahnen @ und b der Punkte 4 und B, so er-
gibt sich im Schnittpunkt M der Bahnnormalen n, und n, das Mo-
mentanzentrum fiir die betreffende Lage von E. Fir jede andere
Lage E’, E” usf. erhilt man im allgemeinen einen anderen Punkt
M, M”, ... von E, als Drehpol (Fig. 69), und letztere Punkte liegen
auf einer Kurve m, Welche ruhende-
Polkurve oder auch Polbahn
genannt wird. Mit dem Punkte
M von E, fillt immer ein ent-
sprechender Punkt M von E zu-
sammen und die Punkte M in E
bilden ebenfalls eine Kurve, welche
in Fig. 69 mit u bezeichnet ist,
bewegliche Polkurve genannt
wird.

Es 148t sich unschwer zeigen,
daB die beiden Kurven m und u
sich in M bzw. M beriihren und aufeinander rollen, d. h. daB
bei der Bewegung von K in die beliebige Lage E sich der Be-
rihrungspunkt auf beiden Kurven um die gleiche Linge vorwirts
bewegt, also

.f'"-""'-. ~

MM =— MM’

ist. Es seien E, E’, E” drei endlich vemchledene Lagen von E
(Fig. 70) und D, D’ die Drehpunkte,
um welche die Ebene E gedreht wer-
den muB, damit sie aus der Lage E
in die Lage E’, bzw. aus E’ nach E”
kommt. Ist die Ebene in der Lage E,
80 werde der mit D zusammenfallende
Punkt von X mit 4 bezeichnet, wih-
rend der Punkt von E, der nach erfolg-
ter Drehung von E nach E' mit D’ zu-
sammenfillt, mit 4" bezeichnet werde.
Da 4 und 4’ Punkte der starren Ebene
E sind und bei der Drehung 4 in Ruhe

P
bleibt, so muB A’ einen Kreisbogen A"D’ beschreiben, der A4’ nach
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D' fiihrt und dessen Zentriwinkel gleich dem Drehwinkel der Ebene

ist. Sonach mu8 A44'= DD’ sein.

Sind die drei Lagen E, E’ und E” unendlich benachbart, so
gehen die Punkte D und D’ in M und M, 4 und 4" in M bzw. M’
tiber, der Drehwinkel wird unendlich klein, bzw. hat Null zur Grenze,

und es ist dann MM’ ein Element der Kurve m, MM’ ein solches
von u. Beide Kurvenelemente haben einen Punkt (M, M) gemein-
sam, sind in der Richtung nur unendlich wenig verschieden und

gleich groB; es ist also MM’ — MM, 4. h. auf beiden Kurven m
und u# wandert der Beriihrungspunkt bei einer unendlich kleinen
Bewegung der Ebene um das gleiche Stiick vorwérts. Da man
nun die endliche Bewegung als eine Aufeinanderfolge unendlich
vieler Elementarbewegungen ansehen kann, so berithren sich die
beiden Polkurven in jeder Lage der Ebene E gegen E, und es
wandert der Beriihrungspunkt auf beiden Kurven um die gleiche
Linge weiter. Letzteren Bewegungsvorgang nennt man bekannt-
lich das Wilzen oder Rollen (auch reines Rollen) der Kurven auf-
einander, weshalb die beiden Polkurven auch die Rollkurven
(Rouletten) der Bewegung genannt werden. Da die Polkurven durch
die Bahnen a und 4 der Punkte 4 und B vollstindig und eindeutig
bestimmt sind und die Bahnen a und b willkiirlich gew#hlt werden
konnen, so gibt es im allgemeinen stets ein und nur ein derartiges
Rollkurvenpaar m und u. Der Berithrungspunkt beider Kurven
findert sowohl auf m als auf u seine Lage; er ist also weder ein
Punkt von E, noch von E. Dieser Beriihrungspunkt, der mit
P bezeichnet und kiinftig kurz Pol der Bewegung der Ebene E
genannt werde, fillt momentan stets mit M und M zusammen.

Die Bewegung, welche E gegen E, vollzieht und die durch
die beiden Punktbahnen & und b bestimmt wird, liBt sich hiernach
auch erzeugen, wenn man die in E liegende Kurve u auf der in
E, liegenden Kurve m zu rcllen zwingt. Da die Kurven m und u
an keine Beschrinkung gebunden sind, so lassen sich alle mog-
lichen komplanen Bewegungen starrer Ebenen durch das Rollen
einer Kurve auf einer anderen Kurve erzeugen.

Hilt man die Ebene E mit # in Ruhe und liBt m auf u rollen,
so erhilt man die sogenamnte umgekehrte Bewegung, d. i. die
von K, gegen K. Diese ist im allgemeinen ganz verschieden von
der urspriinglichen, wie man sofort ersieht, wenn man z. B. u als
Kreis, m als Gerade wihlt.

Ist die Bewegung von K durch zwei Punktbahnen bestimmt,
so kann man nicht nur m als geometrischen Ort der Schnittpunkte
der Bahnnormalen zeichnerisch finden, sondern auch u auf die







