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den geometrischen Bezichungen zwischen den Krimmungen der
Bahnkurven folgt.

Sechstes Kapitel.

Die Relativbewegungen von drei und mehr
komplanen Ebenen.

33. Die Relativhewegungen dreier Ebenen.

Fiir die Relativbewegungen dreier Ebenen besteht der folgende
grundlegende

Satz: Die drei Pole der Relativbewegungen dreier
komplaner starrer Ebenen liegen auf einer Geraden.

Es seien die Elementarbewegun- -
gen der Ebene E, gegen E, und von E,
gegen E, bekannt, folglich auch die
Lagen der entsprechenden Pole P,
und P, (s. Fig. 91). Um die Relativ-
bewegung von E; gegen E, zu finden,
erteilen wir E, die entgegengesetzte
Drehung um Pﬂ, die K, gegen E,
ausfithrt. Hierdurch kommt X, zur
Ruhe und E; fiihrt eine Drehung gegen
E, aus, die sich aus den Drehungen von E; gegen E, um P,, und von E,
gegen E, um P,, zusammensetzt. Da nun P,,, aufgefaft als Punkt von
E;, nur die Bewegung mit E, gegen E, ausfiihrt, so ist das Bahn-
element dieses Punktes senkrecht zn dem Verbindungsstrahl mit
dem Drehpunkte P,,, also auch senkrecht zu .R,l P;,. Die Relativ-
bewegung von E; gegen E, ist nun eine Drehung um P,,, und da
P;, als Punkt von E; sich bei dieser Bewegung senkrecht zu dem
Verbindungsstrahl P—MTP; des Punktes P;, mit dem Pol P,, bewegt,
so muB P, P;, mit P,, P;, zusammenfallen, also P;, in der Geraden
P,, F;, liegen.

Kiirzer liBt sich dieser Satz, wie folgt, beweisen. Der Pol Py,
der Relativbewegung von E; gegen E, fillt zusammen mit dem
Punkte der Ebene E;, der sich momentan in relativer Ruhe gegen
E, befindet. Nun sind bekanntlich zwei Punkte in relativer Ruhe,
wenn sie gleiche und gleichgerichtete Geschwindigkeiten haben.
Das ist aber bei zusammenfallenden Punkten der Ebenen E, und
E, nur moglich, wenn diese Punkte in der Polgeraden P,, P,
liegen, denn dann sind die beiden Geschwindigkeiten senkrecht
zu jener Geraden und folglich gleichgerichtet. Wihlt man noch
diese zusammenfallenden Punkte P,, so, daB ihre Geschwindig-
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keiten gleich groB8 werden, so ist damit die Lage des Poles Py,
eindeutig bestimmt, und zugleich die Richtigkeit obigen Satzes er-
wiesen.

Die letzterwihnte Bestimmung der Lage des Poles P,, auf der
Polgeraden liBt sich zeichnerisch leicht durchfiihren. Bezeichnet
wy; die Winkelgeschwindigkeit der Drehung E, gegen E, um P,
mit dem in Fig. 92 durch den Pfeil angedeuteten Drehsinn, so wird
die Geschwindigkeit v; eines beliebigen Punktes 4, von E, auf
der Polgeraden gleich P, A4,-w) und senkrecht zu P, A,; analog
ist vz =F;, A;-w3 die Geschwindigkeit von dem beliebigen Punkte
A; der Ebene E;. Diese beiden Punktgeschwindigkeiten werden
nach GroBe und Richtung einander gleich nur fiir die beiden zu-
sammenfallenden Punkte P,, der Ebenen E, und E; auf der Pol-

geraden, die der Bedingung

P,, Py, -y = Py, Pyy - w0}
geniigen. Vorstehende Bedingungsgleichung in Verbindung mit der
anderen
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bestimmt die Lage von P,, eindeutig auf der Polgeraden. Zeich-
nerisch findet man Fg,, indem man v, und v, durch Vektoren
darstellt, die man in 4,, bzw. 4, antrigt. Verbindet man die End-
punkte der Vektoren mit den beziiglichen Polen durch Gerade, so
schneiden sich diese in einem Punkte § und dieser ist der End-
punkt des Vektors, der die gemeinsame Geschwindigkeit vz, der
in P, zusammenfallenden Punkte der Ebenen E, und E; darstellt.
Fillt man also von S ein Lot auf die Polgerade, so liegt im Fu8-
punkte desselben der gesuchte Pol P,,.

Einfacher und zugleich allgemeiner wird die Ermittlung von
Py, durch Verwertung der senkrechten Geschwindigkeiten. Es sei
4, (s. Fig. 93) ein beliebiger Punkt von E, und V; seine senkrechte
Geschwindigkeit gegen E,. Ferner sei 4, der mit 4, augenblicklich
zusammenfallende Punkt von E; und V; seine senkrechte Geschwin-
digkeit. Nach dem Satze, daB die Endpunkte der senkrechten Ge-
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schwindigkeiten der Punkte einer Geraden auf einer Parallelen zu
letzterer liegen, erhalten wir fiir jeden weiteren Punkt der Ebenen
E,, bzw. E, die senkrechte Geschwindigkeit durch das Ziehen ent-
sprechender Parallelen. Sollen die beiden Geschwindigkeiten gleich-
gerichtet sein, so miissen die zusammenfallenden Punkte beider
Ebenen auf P, P;, liegen, und wenn sie gleiche GroBe erhalten
sollen, mu8 der Endpunkt der gemeinsamen senkrechten Geschwin-
digkeit Vi, auf der Geraden liegen, die die Endpunkte V; und V}
der Vektoren verbindet. Zieht man sonach eine Parallele durch 4,
zu ViV1, so schneidet diese die Polgerade in dem gesuchten Pol Py,.

Aus den letzteren Darlegungen folgt leicht, daB die senkrechte
Geschwindigkeit V2 der Relativbewegung des Punktes 4; gegen
die Ebene E, sich unmittelbar findet, wenn man durch den Vektor-
Endpunkt V3 (s. Fig. 94) eine Parallele zu P;.H A, zieht; diese schneidet
den Strahl P, A, im Endpunkte des Vektors V3. Es ist also hier-
nach in Bestitigung eines bekannten Satzes iliber die Relativbe-
wegungen V2 die resultirende Geschwindigkeit aus V3 und — V5 =7V73,
die als Diagonale des entsprechenden Parallelogrammes der Geschwin-
digkeiten gefunden wird.

Beriicksichtigt man ferner, da8 die Relativbewegung von E,
gegen E, eine Drehung um denselben Pol P, mit gleicher Winkel-
geschwindigkeit, nur im entgegengesetzten Drehsinn ist, und folglich
die Bahngeschwindigkeit »7 des Punktes A4, der Ebene E,, der
augenblicklich mit 4, zusammenfillt, gleich aber entgegengesetzt
gerichtet ist der Geschwindigkeit »; des Punktes A,, so erkennt
man nicht nur, daB die beiden entsprechenden senkrechten Ge-
schwindigkeiten ¥2 und V2, in |
dem Punkte 4, angetragen, nach
entgegengesetzten Seiten in der
Geraden P,, 4, liegen, sondern
auch, daB die senkrechten Ge-
schwindigkeiten der drei zu-
sammenfallenden Punkte 4, 4,
und 4; in letzteren angetragen
die Diagonalen eines Sechseckes
bilden, dessen Gegenseiten paar-
weise parallel sind (s. Fig. 94).
Dieses Geschwindigkeits-
sechseck hat fir die zeich-
nerische Ermittlung der Geschwindigkeiten groBe Vorteile, denn es
geniigt demnach die Kenntnis einer der sechs Geschwindigkeiten,
um alle iibrigen zu finden, wenn nur die drei Pole der Relativ-

bewegungen der drei Ebenen gegeben sind.
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Die Winkelgeschwindigkeit der Relativbewegung von E, gegen
E, 1aBt sich leicht aus der Beziehung ermitteln, daB8 der Winkel

A@;, um den sich die Ebene E,

—~w; gegen E;, in der verschwindend

f
{i -
M— dg, ¢ Kkleinen Zeit At dreht, gleich der
By g, g Differenz der Drehwinkel 4 ¢! und
Fig. 95. A @l ist, wie Fig. 95 unmittelbar

ersichtlich macht, also die Gleichung
Adpsg=Aq;—Aq,

besteht. Da allgemein der Drehwinkel
Ap=w- At

ist, so folgt aus voriger Beziehung sofort

2_ 1 .1
W3 = W; — Wy,

wobei angenommen wurde, daB8 die Drehungen um P, und P,
gleichsinnig sind und w} > w; ist.

Haben die beiden Drehungen entgegengesetzten Drehsinn, so
wird, wie leicht ersichtlich,

@3 = w3+ @5;

es liegt dann der Pol P;, notwendig zwischen P,, und PF,;,, nicht
aber, wie im vorgehenden Falle aulerhalb der Strecke P,, P;,.

Beide Relationen lassen sich durch die eine

2 ____ .17 .1
Wy == W3 -+ Wy

©} + 2 4 0 =0
ersetzen; im letzteren Falle hat man nur dem Drehsinn durch ent-
sprechende Vorzeichen Rechnung zu tragen.

In den weitaus meisten Fillen ist
die Lage des Poles P,, nicht durch die
Winkelgeschwindigkeiten bestimmt, son-
dern durch die Bedingung, daB die Be-
wegung von E, gegen E, auf E; durch
ein Hiillkurvenpaar (¢, ¢;) iibertragen
wird, wie in Fig. 96 angedeutet Iist.
Dann liegt der Pol P,, in der Beriih-
rungsnormalen n,q des Hiillkurvenpaares,
und, da er auBerdem auf der Polgeraden sich befinden muf, im
Schnittpunkt der letzteren mit n,;. Ist nun z. B. w, gegeben, so
finden sich w} und w} aus den beiden fritheren Relationen

S 1 pTe A
P, Py, -wy == Py, Pyy - 0

oder auch

und

2
3

Lo =

i, == ) w
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FAV]
P, P..,
w3 = _”__3_“ -m}
und >
}33 P
wg — -———‘:!1— w%
F,, P,

Einer besonderen Beriicksichtigung bedarf der Fall, daB einer
der drei Pole ins Unendliche riickt, weil dann die entsprechende
Bewegung keine Drehung, sondern eine Schiebung wird. Wandert
z. B. der Pol P,;, ins Unendliche, was eintritt, wenn in Fig. 96 die
Beriihrungsnormale ny; der Polgeraden parallel wird, so ergibt die
letzte Relation mit P P " , =00

wg =0
folglich wird hier

w! = w}

W

und ein beliebiger Punkt 4, der Ebene E; auf der Polgeraden er-
hélt als Geschwindigkeit der Relativbewegung von E; gegen E,

Py Ay o)+ Py Aywy = (Py, 4y + Py, 4y) 0y =Py, Py, - 0],
also einen von der Lage des Punktes A4, unabhingigen Wert.
Daraus folgt, daf alle Punkte A4, der Polgeraden die gleiche und
auch gleichgerichtete (nimlich senkrecht zur Polgeraden) relative
Geschwindigkeit besitzen, und das ist gleichbedeutend mit der Be-
hauptung, daf die Ebene E, smh gegen E, senkrecht zur Polgeraden
schiebend bewegt.

Zeichnerisch findet man die Schiebungsgeschwindigkeit v;,
bzw. V3 in der genau gleichen Weise aus einer Punktgeschwindig-
keit (V3 oder V3), wie dies in Fig. 94 dargestellt ist; nur wird V;
hier parallel zur Polgeraden. |

Fallen zwei der Pole ins Unendliche, so ist das auch mit dem
dritten der Fall, d. h. dann sind alle Relativbewegungen der drei
Ebenen Schiebungen; die Schiebungsgeschwindigkeiten bilden das
gleiche Sechseck wie bei Drehungen und konnen daher in der
gleichen Weise gefunden werden, wenn nur die Schiebungsrichtungen
gegeben sind.

34. Die Relativbewegungen von beliebig vielen komplanen Ebenen.

Ist » die Anzahl der sich gegeneinander hewegenden Ebenen, so
hat jede dieser Ebenen gegen die n—1 iibrigen eine relative Be-
wegung; folglich ist die Anzahl aller verschiedenen Relativbewe-

gungen der n Ebenen
nin—1).






